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DEFINICAO DA EXPONENCIAL NA ARITMETICA INTERVALAR RDM E
APLICACAO EM PROBLEMAS COM DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

1 INTRODUCAO

A andlise intervalar surgiu com o objetivo inicial de controlar a propagacdo de erros
numéricos em procedimentos computacionais. Estes erros acontecem em virtude dos sistemas
computacionais operararem com aritmética de ponto flutuante (ZURRAS et al., 2008). Assim,
nameros reais sdo representados por aproximacdo através de um subconjunto chamado
numeros de maquina, que ndo conseguem representar nimeros reais em toda sua extensao,
necessitando, por vezes, trunca-los ou arrendoda-los, a cada iteragdo, o que gera dados
carregados de erros. Estes dados aproximados, em sistemas criticos, que necessitam de dados
precisos, podem significar o sucesso ou o fracasso do experimento.

A Aritmética Intervalar (Al), criada em 1966, por Ramon E. Moore, fornece uma
solu¢do automatica aos erros ocasionados por aproximagdes através do uso de intervalos. Na
Al um valor real x é aproximado por um intervalo fechado X = [x, x], onde x e X sdo os
limites inferior e superior, respectivamente, do intervalo e x estd contido neste intervalo
(MOORE, 1966).

Entretanto, a aritmética de Moore possui algumas limitagdes (LANDOWSKI, 2015)
como: excesso de largura dos intervalos; propriedades basicas da matematica ndo existentes;
pode gerar solugdes absurdas onde o limite inferior X ¢ maior que o limite superior x do
intervalo X. Procurando resolver estes e outros problemas e limitagdes, Piegat e Landowski
(2012) apresentaram uma nova aritmética intervalar, a chamada Relative Distance Measure
(RDM) definindo as operacdes basicas e as propriedades matematicas satisfeitas em cada
operacgao.

Diante de uma nova defini¢do pra intervalos e com trabalhos cientificos mostrando
que tal aritmética retorna resultados mais exatos que a de Moore (PIEGAT; LANDOWSKI,
2012)(PIEGAT; LANDOWSKI, 2013)(LANDOWSKI, 2015) o objetivo deste trabalho foi
definir a exponencial intervalar RDM, até entdo, ndo encontrada na literatura, e submeté-la a
problemas com distribuicdo de probabilidade. Apds, analisar os intervalos obtidos como
resposta, quanto a sua exatiddo e qualidade, com a expectativa de obter intervalos mais exatos
quando comparados a aritmética de Moore.

2 METODOLOGIA

Na Al de Moore o intervalo ¢ definido por X = [Xx, g], onde x ¢ o limite inferior € x 0
limite superior do intervalo X. B

J& na aritmética RDM o valor real x pertencente ao intervalo [x, x] ¢ descrito usando a
varidvel RDM %, onde ©,€[0,1] da seguinte forma:

X=[x+a,.(x+x),x+a,.(X+x)] com «,€[0,1]

As implementagdes destas aritméticas foram realizadas utilizando o pacote de
extensao intervalar da linguagem python, chamado IntPy (BARRETO, 2009) e a analise de
qualidade dos intervalos solugdo foi realizada através comparagdo entre o tamanho dos
intervalos obtidos por intermédio do uso da exponencial RDM definida e aritmética de
Moore, € se estes intervalos contém o numero real. O didmetro do intervalo foi calculado
utilizando a seguinte férmula:

Didmetro do intevalo: w(x)=X-x
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Além disso, levando-se em consideracdo que a aritmética intervalar de Moore resolve

a exponenciagdo utilizando a extensdo intervalar da potenciacao real, isto ¢, para uma base X,

onde X ¢ um intervalo, e um expoente Y, onde Y tambem ¢ um intervalo, tém-se que:

X=[x",x"] . Extendendo-se o conceito para aritmética intervalar RDM, ¢é necessario

lembrar que a principal diferenca desta aritmética para a aritmética de Moore, ¢ a
representacdo de um intevalo X, logo X"=[x”,x”] deve ser reescrito da seguinte forma:

Dado uma base X, onde X ¢ um intervalo RDM, tal que X=[x+a,.(X+x),x+a, .(X+x)] >

com ©,€[0,1] , € um expoente Y, onde Y também ¢é um intervalo RDM, tal que
Y=[y+a,. (j/+;z),y+ay.(y+;z)] ,com «,€[0,1] | postulou-se neste trabalho a seguinte
equagao:
XY:[>_(+0:X.(>_<+;<)y“’”(y+y),x+ai.(R+>_<)y+””(y+”] com o,,a,€[0,1]
e ao igualar [, o] ¢ [, a,] a [0,1] | obtém-se a equagdo exponencial da aritmética
intervalar de Moore, X'=[x”,X’] , vista anteriormente, que valida o postulado.

Em termos da aritmética RDM, ainda, ndo existia explicitamente definida uma forma
para se determinar uma fungdo na forma e* |, onde X, é um intervalo RDM. Neste ponto,
este trabalho se propds a encontrar uma maneira de definir a funcdo exponencial de base
natural na aritmética RDM, ou seja, f(X)=e* .Uma vez que a fun¢io e* | x R, pode ser
escrita em funcdo de séries de poténcias de Taylor, postulou-se, novamente, com o intuito de
obter bons resultados a seguinte equacao:

<X [x+a,.(X+x), x+0, . (x+x)]" [x+a, . (X+X),x+a,.(x+x)]

=) fr=l+ iy ¥ 27

+...

Com o objetivo de verificar o uso da exponencial natural RDM definida, aplicou-se
ela as distribuicdes Exponencial, Normal e Gama, as quais ja foram definidas na sua forma
intervalar. Além disso, cada distribui¢do de probabilidade foi calculada utilizando dois
métodos de integragdo intervalar, de Rall e de Bedregal, (RALL, 1982)(BEDREGAL, 2010)
ambas com 100.000 subdivisdes. Por fim, a todas as distribui¢des foram aplicadas duas
configuragdes de parametros.

Com o objetivo de avaliar cada solugdo, ¢ apresentado o tempo de execucdo de cada
solugdo, obtido através da média simples entre os tempos instantaneos de 10 execugdes de
cada algoritmo. Além disso, ¢ apresentada, com o intuito de determinar a qualidade dos
intervalos encapsuladores obtidos, a anélise de erros verificada por intermédio das métricas de
qualidade de intervalos.

Para todos os testes e resultados foi utilizado o0 mesmo computador com as seguintes
especificagdes técnicas: processador Intel Core 17-2670QM 6M Cache,CPU @ 2.20GHz x §;
d memoria RAM 8 GB, DDR3 @ 1333 MHz; armazenamento HD Sata 1TB, modelo Toshiba
MK1059GSM, 5400 RPM; sistema operacional Linux Ubuntu 16.04 LTS, Kernel versao
4.13.0.43.62 amd64.

3 RESULTADOS e DISCUSSAO

Para cada distribui¢do de probabilidade ha duas configuracdes de Pardmetros
calculadas.

Distribuicio Exponencial: f(x)=oe"
« Configuracao 1: intervalo A =[20.0, 50.0], a = 0.010, n = 100.000 subintervalos
« Configuracio 2: intervalo A =[15.0, 45.0], a = 0.005, n = 100.000 subintervalos
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-(x-uf
_ e 20°
V2ro
« Configuracido 1: 6 =1, p =0, intervalo A =[-0.90, -0.10], n = 100.000 subintervalos
« Configuracio 2: c =1, n =0, intervalo A = [-0.50, 0.25], n =100.000 subintervalos

—_

Distribui¢io Normal f ( x):

A

Distribuicio Gama f(x)=

« Configuracio 1: L =0.05, v = 1.0, intervalo A = [20, 40], n = 100.000 subintervalos
« Configuracio 2: L =0.01, v = 0.09, intervalo A =[5, 15], n = 100.000 subintervalos

Por intermédio das Tabelas 1 e 2, é possivel verificar, somado ao fato de que todos os
intervalos contém a soluc¢do real, que os melhores resultados, ou seja, os intervalos mais
exatos, em todos os cenarios e distribui¢des foram aqueles que utilizaram a funcao
exponencial RDM definida neste trabalho.

Tabela 1 - Comparativo dos resultados agrupados por métodos de integragao intervalar
- Método de Integragdo de Rall.

Exemplo | Distribuicdo | Aritmética Intervalar Resultado Tempo
Real [0.2122000933655982] 0.04
1 Exponencial Moore [0.2121997750643845, 0.2122004116665235] 3.60
RDM [0.2121997750653166, 0.2122004116655970] 12.88
Real [0.1292272675692315] 0.04
2 Exponencial Moore [0.1292271706482232, 0.1292273644901790] 3.52
RDM [0.1292271706487510, 0.1292273644896515] 12.31
Real [0.2761120373761500] 0.08
1 Normal Moore [0.2761115139049955, 0.2761125608453779] 10.74
RDM [0.2761115139059979, 0.2761125608443796] 18.31
Real [0.2901687869569567] 0.08
2 Normal Moore [0.2901685651377956, 0.2901690087735161] 10.75
RDM [0.2901685651389673, 0.2901690087723468] 18.77
Real [0.2325441579345146] 0.05
1 Gama Moore [0.2325429952150688, 0.2325453206589139] | 4.50
RDM [0.2325429952162059, 0.2325453206577853] 14.20
Real [0.0758096920543245] 0.06
2 Gama Moore 0.0758092356245852, 0.0758101484883289 4.56
RDM 0.0758092356249574, 0.0758101484879601 14.60

Fonte: do autor, 2018.

Tabela 2 - Comparativo dos resultados agrupados por métodos de integragdo intervalar
- Método de Integragcdo de Bedregal.

Exemplo | Distribuicdo | Aritmética Intervalar Resultado Tempo
Real [0.2122000933655982] 0.04

1 Exponencial Moore [0.2121997750644319, 0.2122004116664778] 4.58
RDM [0.2121997750653114, 0.2122004116655919] 14.13

Real [0.1292272675692315] 0.04

2 Exponencial Moore [0.1292271706482469, 0.1292273644901569] 4.62
RDM [0.1292271706487519, 0.1292273644896542] 13.61

Real [0.2761120373761500] 0.08

1 Normal Moore [0.2761115139049678, 0.2761125608454055] 11.83
RDM [0.2761115139059972, 0.2761125608443797] 19.37

Real [0.2901687869569567] 0.08

2 Normal Moore [0.2901685651377990, 0.2901690087735067] 11.37
RDM [0.2901685651389701, 0.2901690087723478] 19.74

Real [0.2325441579345146] 0.05

1 Gama Moore [0.2325429952150885, 0.2325453206589077] 5.89
RDM [0.2325429952162032, 0.2325453206577832] 15.79

Real [0.0758096920543245] 0.06

2 Gama Moore [0.0758092356245835, 0.0758101484883360] 5.75
RDM [0.0758092356249570, 0.0758101484879613] 15.88

Fonte: do autor, 2018.
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Ainda ¢ possivel inferir através da verificacdo destas tabelas que o método de
integracdo intervalar de Bedregal retornou solu¢des mais exatas, em comparagdo com o
método de Rall, quando ambos utilizam a fun¢do Exponencial definida neste trabalho.
Outrossim, ¢ possivel verificar que o tempo utilizado pelas aplicagdes que utilizaram a Al
RDM foi em média trés vezes maior, devido as somas de poténcias de Taylor utilizadas na
definicdo da exponencial RDM. Contudo, tal problema pode ser sanado através de
paralelizagdo das agoes.

A Tabela 3, por sua vez, ilustra de maneira mais clara o didmetro do intervalos
solugdes encontrados nos diferentes exemplos e distribuicdes de probabilidade, tanto
utilizando o método de integragdo intervalar de Rall quanto de Bedregal. E possivel verificar,
que em todas as ocorréncias o didmetro obtido com Al RDM e o uso da exponencial RDM
definida neste trabalho retornou um intervalo menor, isto é, mais exato quanto comparado
com a Al de Moore.

Tabela 3 - Comparacao dos didmetros dos resultados por métodos de integragao

Exemplo | Distribuicdo | Aritmética Intervalar Diametro - Rall Diametro - Bedregal
1 Exponencial Moore 6.3660213905913920e-07 | 6.3660204585591630e-07
RDM 6.3660028046252931e-07 | 6.3660028051804040e-07
2 Exponencial Moore 1.9384195579230656e-07 | 1.9384190999560680e-07
RDM 1.9384090046981050e-07 | 1.9384090227392292e-07
1 Normal Moore 1.0469403823876178e-06 | 1.0469404376767244e-06
RDM 1.0469383816547050e-06 | 1.0469383825428835e-06
2 Normal Moore 4.4363572049288535e-07 | 4.4363570778083170e-07
RDM 4.4363337953212680e-07 | 4.4363337764474764e-07
1 Gama Moore 2.3254438451525417e-06 | 2.3254438192565896e-06
RDM 2.3254415794093930e-06 | 2.3254415800477712e-06
> Gama Moore 9.1286374369337060e-07 | 9.1286375254739930e-07
RDM 9.1286300275827960e-07 | 9.1286300428483620e-07
Fonte: do autor, 2018.
4 CONSIDERACOES FINAIS

Ainda que a AI RDM seja um assunto relativamente novo, ¢ notorio que ela retorna
intervalos mais exatos e confidveis pois ela consegue corrigir os problemas apresentados pela
Al de Moore, que por vezes tornam a aritmética de Moore falha e ndo permitem a méaxima
exatidao dela.

Outrossim, embora os Algoritmos desenvolvidos com RDM, tenham gasto um tempo
maior que as solugdes com a Al de Moore, é possivel reduzir esse tempo utilizando o
paralelismo. Este maior tempo se deve as somas das poténcias de Taylor, isto ¢, ao deve-se ao
maior numero operagdes executadas.

E, por fim, ficou claro que caso seja necessario trabalhar com as distribui¢des
estudadas neste trabalho, independentemente se o método de integragdo intervalar for Rall ou
Bedregal, a AI RDM, utilizando a exponencial RDM, retornou resultados mais exatos quando
comparados a Al de Moore em todos os testes.

Em vista da defini¢io da operagdo exponencial RDM de base (e) e do emprego
desta operagdo nas distribui¢cdes de probabilidade neste trabalho, ¢ uma indicacdo de trabalho
futuro, definir a operagdo logaritmica para a AI RDM, e a partir da estender a exponencial
RDM para toda e qualquer base, tendo em vista que a equagdo em termos da expansdo de
Taylor para uma exponencial de base (a) qualquer, necessita da operagdo de logaritmos. E
por fim ¢ outra indica¢do paralelizar as opera¢des dos codigos com o intuito de acelerar a
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execucdo dos algoritmos, diminuindo o tempo, porém, obtendo a maxima precisao dos
intervalos.
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